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1 準備
まずは基本的な話題の復習を行う。

定義 1.1. (演算)

X が集合であるとき、写像 ϕ : X ×X → X のことを集合X 上の演算という。誤解の恐れがないときには、
ϕ(a, b)の代わりに abと書く。

定義 1.2. (群)

Gを空でない集合とする。G上の演算が定義されていて、次の性質を満たすとき、Gを群 (group)という。

1. 単位元とよばれる元 e ∈ Gがあり、すべての a ∈ Gに対し ae = ea = aとなる。
2. すべての a ∈ Gに対し b ∈ Gが存在し、ab = ba = eとなる。元 bは aの逆元と呼ばれ、a−1 と書く。
3. (結合法則)すべての a, b, c ∈ Gに対し、(ab)c = a(bc)が成り立つ。

定義 1.3. (群の位数)

Gを群とする。Gの元の個数を Gの位数といい、 |G|と表す。位数が有限な群のことを有限群といい、有
限群でない群を無限群という。

定義 1.4. (可換群)

Gを群とする、このとき、∀a, b ∈ Gに対して ab = baが成り立つとき、Gを可換群 (commutative group)と
いう。可換群は Abel群、加法群、あるいは加群とも呼ばれる。

定義 1.5. (元の位数)

Gを群、a ∈ Gとする。もし、an = eとなる正の整数が存在すれば、その中で最小のものを aの位数とす
る。もしそのような nが存在しなければ、aの位数は∞である、または aは無限位数であるという。

定義 1.6. (部分群)

G を群とする。G の空でない部分集合 H が次の性質を満たすとき、H を G の部分群 (subgroup) といい、
H ≤ Gと書く。

• すべての a, b ∈ H に対して ab ∈ H かつ a−1 ∈ H が成り立つ。

定義 1.7. (巡回群)

一つの元で生成される群を巡回群 (cyclic group)という。群の部分群で巡回群であるものを巡回部分群とい
う。a ∈ Gに対して aのべきの作る群を ⟨a⟩と書く。

定理 1.8.
Gを有限群とする。g ∈ Gの位数は |G|の約数である。

(証明)
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H = ⟨g⟩とし、g の位数を dとする。n ∈ Zなら n = qd+ r(0 ≤ r < d)となる整数 q, r が存在する。する
と gn = gr なのでH = {1, g, · · · , gd−1}である。0 ≤ i < j ≤ d− 1なら 0 < j − i ≤ d− 1なので、gj−i = e

なら g の位数が dであることに矛盾する。よって gj−i ̸= eである。 gi = gj なら gj−i = eなので gi ̸= gj。
よって |H| = d、すなわち |H|は g の位数である。ラグランジュの定理より |H|は |G|の約数であり、よって
g の位数は |G|の約数である。■

定義 1.9. (環)

集合 Rにおいて加法 “+” : R×R → Rと乗法 “·” : R×R → Rが定まっており、加法 +に関して Rは可
換群で、更に次の条件が満たされるとき Rは環 (ring)であるという。

1. (乗法の結合法則)すべての a, b, c ∈ Rに対し、(a · b) · c = a · (b · c)が成り立つ。
2. (分配法則)すべての a, b, c ∈ Rに対し、(a+ b) · c = a · c+ b · c, a · (b+ c) = a · b+ a · cが成り立つ。

定義 1.10. (単位的な環)

環 Rに関して乗法の単位元 1が存在するとき、Rは単位的 (unitary)であるという。

2 体
定義 2.1. (体)

単位的な環 Rにおいて、0以外のすべての元が逆元を持つとき Rを斜体 (skew field)という。(乗法に関し
て)可換な斜体を体 (field)という。

例 2.2. (体の例)

次の体は数学の諸分野によく登場するものの例である。

1. Q,R,C(それぞれ有理数体、実数体、複素数体)

2. Z/pZ (素数 pを法とする剰余体)。Z/pZは Fp や GF(p)とも書く。

定義 2.3. (ベクトル空間)

Fを体とするとき、F上のベクトル空間とは、+を演算とする可換群M と写像 F×M ∋ (a, x) 7→ a ·x ∈ M

で、次の性質を満たすものである。以下、x, x1, x2 はM の任意の元を、a, bは Fの任意の元を表す。

1. a · (b · x) = (ab) · x
2. (a+ b) · x = a · x+ b · x
3. a · (x1 + x2) = a · x1 + a · x2

4. 1 · x = x

定義 2.4. (拡大体)

K を体とする。F ⊆ K が体となるとき、F を K の部分体 (subfield)、K を F の拡大体 (extension field) と
いう。

注意 2.5.
Kが Fの拡大体であるとき、定義 2.3における写像の定義を K上の乗法とすることで、Kが F上のベクト
ル空間であるということがわかる。

定義 2.6. (拡大次数)

Kを Fの拡大体であるとする。Kの F上のベクトル空間としての次元が有限であるとき、有限次拡大(finite

extension)という。このベクトル空間の次元を拡大次数といい、[K : F]で表す。

例 2.7.
Cは Rの拡大体であり、有限次拡大である。C = {x+ iy|x, y ∈ R}と表されるので、[C : R] = 2である。

2



定義 2.8. (付加してできる部分体)

Kを Fの拡大体とする。M ⊆ Kに対し、FとMを含む最小の部分体を F(M)と書き、FにMを付加して
できる部分体という。M = {α1, · · · , αn}のときは F(α1, · · · , αn)と書く。特にMがただ一つの要素 αから
なるとき、F(α)と書いて単純拡大という。

定義 2.9. (R上の多項式)

Rを環、X = (X1, · · · , Xm)をm個の文字とする。R上のm変数の多項式とは、Nm から Rへの写像で、
有限個の (i1, · · · , im) ∈ Nm を除いて値が 0であるものと、変数 X = (X1, · · · , Xm)の組のことである。
写像の (i1, · · · , im) ∈ Nm での値が ai1,··· ,im なら、この多項式を

f(X1, · · · , Xm) =
∑

i1,··· ,im≥0

ai1,··· ,imXi1
1 · · ·Xim

m

などと書く。

定義 2.10. (多項式環)

体 Fおよび変数の集合 X = {X1, · · · , Xm}上の多項式環とは、X1, · · · , Xm を変数とする m変数多項式
全体からなる環であり、F[X]と表す。F[X]の元に対する加算と乗算は、通常の多項式に対しての加算と乗算
と同様の方法で行う。
f, g ∈ F[X]に対し、g が f を割り切るとは、多項式 h ∈ F[X]が存在し f = ghと表されることである。
f ∈ F[X]に対して g, h ∈ F[X]を用いて f = ghと表すことを考える。このとき g または hが必ず定数に
なるとき、f は既約多項式という。既約多項式は整数の世界での素数のようなものである。

以下、この節では多項式の次数は 1であるとする。

定義 2.11. (次数、モニック多項式)

X を変数とする 1変数多項式の次数とは、0でない係数を持つ X のべきのうち、一番べきが大きいもので
ある。多項式がモニックであるとは、多項式の次数を dとして、Xd の項の係数が 1になっているもののこと
を指す。

注意 2.12.
多項式環は一意分解整域である。

定義 2.13. (代数的)

Fを体 Kの部分体とする。α ∈ Kが、ある F[X]に属する多項式の根であるとき、αは F上代数的である
という。αが F上代数的であるとき、αを根とする最低次のモニック多項式を αの Fに関する最小多項式と
いう。

定義 2.14. (共役)

αの最小多項式の α以外の根は、αと F上共役であるという。すべての共役な根をかけ合わせたものをノ
ルムという。α′ と αが共役であるとき、F(α)と F(α′)は αを α′ に置き換える同型写像によって同型になる。
もし F(α) = F(α′)となる場合、αを α′ に置き換える写像は Fの自己同型を与えるという。

例 2.15.
Qは Rの部分体である。

√
2は多項式 x2 − 2 ∈ Q[x]の根であるため Q上代数的である。また −

√
2も

√
2

の最小多項式の根であるため、−
√
2は

√
2と Q上共役である。ここで、写像 a+ b

√
2 7→ a− b

√
2 (a, b ∈ Q)

は Q(
√
2)の自己同型写像になっている。

定義 2.16. (微分、偏微分)

1変数多項式の微分および多変数多項式の偏微分を、多項式の aXd の項を (a+ · · ·+ a)Xd−1 (aが d個)に
置き換えて作られる新しい多項式と定義する。

定義 2.17. (分解体)
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f ∈ F[X]と Fの拡大体 Kについて、f が α1, · · · , αn ∈ Kによって f(X) = a(X − α1) · · · (X − αn)と 1

次因子の積にかけるとき、f は Kで分解するという。F(α1, · · · , αn)を f の分解体 (splitting field)という。

注意 2.18.
分解体は同型写像による変換を除いて一意である。

例 2.19.
Q(

√
2) は f(x) = x2 − 2 ∈ Q[x] の分解体である。g(x) = x3 − 2 ∈ Q[x] の分解体を得るためには、Q

に 3
√
2 と

√
3i の両方を付加する必要がある。これは、x3 − 2 = 0 の解が ω = (−1 +

√
3i)/2 を用いて

3
√
2ωk(k = 0, 1, 2)と表されるからである。

定義 2.20. (代数的閉体、代数的閉包)

任意の F[X]に属する多項式 f の根がすべて Fの元であるとき、Fを代数的閉体という。体 Fの拡大体の
うち、代数的閉体であり最小のものを代数的閉包という。

例 2.21.
代数学の基本定理より、C[X]に属する多項式のすべての根は Cの元である。よって Cは代数的閉体であ
る。また、Rの代数的閉包は Cである。

定義 2.22. (標数)

体 Fの単位元 1に対し、n · 1 = 0となる正整数 nが存在するとき (naは aの n個の和)、そのような nの
うち最小の nを Fの標数 (charasteristic)という。そのような nが存在しない場合、標数は 0であるという。

定理 2.23.
体の標数は 0または素数である。

(証明)

体 Fの標数 cが合成数であると仮定する。すると、c = mn (m,n : 2以上の自然数)と書き表せる。このとき
m · 1 ̸= 0かつ n · 1 ̸= 0であるが、(m · 1)(n · 1) = (mn) · 1 = 0となる。体は整域なので m · 1 = 0または
n · 1 = 0とならなければならないが、これは矛盾である。■

3 有限体
Fq を要素数が q 個の有限体とする。明らかに有限体の標数は 0になり得ない。そこで、この有限体の標数
を pとする。すると、Fq は素数体 Fp = Z/pZを含んでいる。よって Fq は Fp の拡大体であるから、Fp 上の
有限次元のベクトル空間でもある。このベクトル空間の次元を f とする。
基底を選ぶことにより、f 次元ベクトル空間の元と Fp の元の f 個の組の間に 1対 1対応をつけることがで
きる。これにより、Fq にはちょうど pf 個の元があること、すなわち、q は標数 pのべきで表されなければな
らないことが従う。
これから、任意の素数のべき q = pf に対して q 個の要素からなる体が存在することを示し、それが同型写
像による変換を除いて一意であることを示していく。
そのまえに、はじめに体の乗法に関する位数の性質を調べていく。

3.1 有限体の乗法的生成元とその存在

Fq には q − 1個の非零要素があり、定義より乗法に関して Abel群になっている。これらの要素からなる群
を F∗

q と表記する。定理 1.8より、すべての a ∈ F∗
q の位数は q − 1の約数である。

定義 3.1. (生成元)

有限体 Fq の生成元 (generator)とは、群 F∗
q の元 g であり、その位数が q − 1のものである。
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定理 3.2.

1. すべての有限体に生成元が存在する。
2. g が F∗

q の生成元であるとき、gj が生成元であることは gcd(j, q − 1) = 1であることと同値である。
3. F∗

q には φ(q − 1)個の生成元が存在する。正整数 nに対し、φ(n)で 1から nまでの nと互いに素な正
整数の個数を表す (Eulerのトーシェント関数)。

(証明)

a ∈ F∗
q の位数が dであると仮定する。定理 1.8より、dは q − 1の約数である。また、定理 1.8の証明に出て

きたように、a, a2, · · · , ad = 1はすべて相異なる。
ここで、aj の位数が dであることと gcd(j, d) = 1であることは同値であることを示す。a, a2, · · · , ad はそ
れぞれ方程式 xd = 1を満たす。そして、xd − 1の根の個数は高々 d個なので、aのべきが多項式 xd − 1のす
べての根である。よって、位数 dの元はすべて aのべきの形で表されているはずである。しかし、a, · · · , ad

の中には位数が dでない元も存在する。gcd(j, d) = d′ > 1であったとすると、(aj)d/d
′
= 1となるので、aj

の位数は d/d′ 以下となる。逆に、gcd(j, d) = 1 であれば、不定方程式 ju − dv = 1 を満たす整数 u, v が存
在する。よって a = aju−dv = (aj)u は aj のべきである。よって aj の位数を d2 とすると、aの位数 dは d2

以下である。また、これまでの議論より d2 は d以下なので d = d2 となる。よって aj と aの位数は等しい。
よって主張が示された。
上記の主張は、有限体上に位数 dの元 aが存在すれば、位数 dの元はちょうど φ(d)個存在することを示し
ている。よって、q − 1のそれぞれの約数 dに対して、

• 位数 dの元は存在しない。
• 位数 dの元がちょうど φ(d)個存在する。

のいずれかが成り立つはずである。
次に、正整数 N に対して成り立つ等式 ∑

d|N

φ(d) = N (1)

を示す。ここで、和は N の約数全体について取っている。
まず、集合 {0, 1, · · · , N − 1} を、N との最大公約数の値で分割する。つまり、集合 Sk = {j|0 ≤ j <

N, gcd(N, j) = k}として先述の集合を分割する。今、式 (1)の和はN の約数全体について取っているので、約
数 dについてN = d′ ·dと表される整数 d′が存在する。このとき、集合 Sdは φ(d′)個の元からなることがわか
る。これは、∀j ∈ Sd について、j = j′d (0 ≤ j′ < d′)と表され、gcd(d′, j′) ≤ gcd(d ·d′, j′) = gcd(N, j′) = 1

となるからである。よって、{0, 1, · · · , N − 1} =
∪
d|N

Sd で、|Sd| = φ(N/d)なので

N =
∑
d|N

φ(N/d) =
∑
d|N

φ(d)

が成立する。
最後に定理を示す。F∗

q の任意の元の位数 dは q − 1の約数である。そして位数 dの元は 0個もしくは φ(d)

個存在する。式 (1)より、
∑

d|q−1 φ(d) = q − 1となる。これは F∗
q の要素数と一致する。よって、Fq の元を

位数によって分割すると、任意の元が q − 1の約数の位数を持つには、q − 1の約数 dに対してその位数の元
がちょうど φ(d)個ある必要がある。特に、位数 q − 1の元はちょうど φ(q − 1)個存在する。そして最初に見
たように、g が位数 q − 1の元であるとき、gj の位数が q − 1であることの必要十分条件は gcd(j, q − 1) = 1

が成り立つことである。よって定理が示された。■

系 3.3.
任意の素数 pに対して、{gn mod p | n ∈ Z} = (Z/pZ)∗ となる整数 g が存在する。
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3.2 要素数が素数のべきの有限体の存在とその一意性

この節では、要素数が素数 pのべきで表される有限体の存在と、それが同型写像による変換を除いて一意で
あることを示す。存在は、要素数を q = pf としたときに多項式 xq − xの分解体が要素数 qの有限体になるこ
とを用いて示す。

定理 3.4.
p を素数、f を正の整数とする。Fq は q = pf 個の要素からなる体だとする。このとき、任意の Fq の元
は多項式 xq − x の根であり、Fq は多項式の根の集合である。逆に、任意の素数のべき q = pf に対して、
xq − x ∈ Fp[X]の分解体は q 個の要素からなる体である。

(証明)

Fq が有限体であると仮定する。任意の非零の元の位数が q− 1の約数であることより、すべての非零の元は方
程式 xq−1 = 1を満たす。この方程式の両辺に xを乗ずることで、Fq の任意の元が方程式 xq = xを満たす。
代数学の基本定理より、多項式 xq − xは高々 q 個の根しか持たないため、この多項式の根の集合は Fq に一致
する。よって Fq は xq − x ∈ Fp[X]の分解体である。
逆に q = pf とし、Fを xq − x ∈ Fp の分解体とする。このとき、xq − xの微分は (q · 1)xq−1 − 1 = −1と
なる。これは q が pの倍数であるからである。よって、xq − xはその微分と共通する根を持たない。よって、
xq − xは多重根を持たないため、Fは少なくとも xq − xの q 個の根を持たなければならない。しかし、q 個
の根からなる集合は体になっている。
これを示すために、標数 pの体 Kについて、∀a, b ∈ Kに対して (a+ b)p = ap + bp となることを示す。二
項定理により (a+ b)p =

∑p
j=0(

(
p
j

)
· 1)ajbp−j となるが、0 < j < pのときは

(
p
j

)
が pで割れるため、途中の

項が消える。よって主張が示される。
この定理を繰り返し使っていくと、ap + bp = (a + b)p, ap

2

+ bp
2

= (ap)p + (bp)p = (ap + bp)p =

(a + b)p
2

, · · · , aq + bq = (a + b)q が得られる。よって、a, b が多項式 xq − x の根であるとき、a + b, ab も
xq − xの根であることがわかる。よって、xq − xの分解体は q 個の根からなる体である。■

定理 3.5.
Fq を q = pf 個の要素からなる有限体とし、σ : F ∋ a 7→ ap ∈ Fとする。このとき、σ は Fq の自己同型写
像になっている。σ(a) = aとなる Fq の元は体 Z/pZの元に対応している。σf は恒等写像になり、j < f な
らば σj は恒等写像にはならない。

(証明)

写像 σ は明らかに乗算について準同型になっている。また、定理 3.4 の証明から σ は和についても準同型
であることがわかる。ここで、σj(a) = ap

j となっていることに注意すると、σj(a) = a となる要素は多項
式 xpj − x の根である。j = 1 のとき、これは体 Z/pZ の p 個の元であることが Fermat の小定理より従う。
σf (a) = aとなる要素は多項式 xq − xの根であり、それは Fq の任意の元である。よって、σf は恒等写像に
なっていて、σ は全単射である必要がある (σ−1 = σf−1 である)。j < f のとき、Fq のすべての元が xpj − x

の根になることはないため、σj は恒等写像になり得ない。よって定理が示された。■

定理 3.6.
Fq を q = pf 個の要素からなる有限体とする。α が Fq の任意の元であるとき、α と Fp 上共役な元は

σj(α) = αpj と書かれるものである。

(証明)

d = [Fp(α) : Fp] とする。すなわち、Fp(α) は Fpd と同型であるとする。このとき、α は多項式 xpd − x の
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根だが、任意の j < d に対して xpj − x の根ではない。よって、α, αp, αp2

, · · · , αpd−1 は Fq ですべて異な
る元である。あとは、α が f(x) ∈ Fp[X] の根であるとき、αp も f(x) の根であることを示せば良い。今
f(x) =

∑
ajx

j , aj ∈ Fp と表されているとする。このとき 0 = f(α) =
∑

ajα
j である。両辺を p乗し、関係

式 (a+ b)p = ap + bp を使うことにより 0 =
∑

(ajα
j)p が得られる。今、Fermatの小定理より apj = aj であ

るから、 0 =
∑

aj(α
p)j = f(αp)となる。よって定理が示された。

3.3 具体的な構成

ここでは、具体的に Fq を構成することを考えていく。

例 3.7.
F9 を構成することを考える。それには、F3 上のモニックな既約多項式であって F3 上に解を持たないもの
を用いる。総当たりでそのような多項式を探すと、x2 + 1と x2 ± x− 1が該当するものであることがわかる。
x2 + 1 の根を α とすると (当然これは i であるから、α ではなく i と呼ぶことにする)、F9 のすべての元は
a + biの形で書くことができる (a, b ∈ {−1, 0, 1})。この表現を用いるときの演算はガウスの整数の演算とほ
とんど同じようにできるが、係数が F3 で閉じているという点だけが異なる。
いま、F3 に付加した iは位数が 4であるため、F∗

9 の生成元になっていないということに注意する必要があ
る。しかし、iの代わりに x2 − x− 1の根 αを付加すると、

α1 = α, α2 = α+ 1, α3 = −α+ 1, α4 = −1, α5 = −α, α6 = −α− 1, α7 = α− 1, α8 = 1

となるので、この αは F∗
9 の生成元になっている。このように、既約多項式 f(x)の任意の根が体の非零要

素からなる群の生成元になっているとき、f(x) は原始的である (primitive) という。定理 3.2 より、F∗
9 には

φ(9 − 1) = 4個の生成元が存在する。そのうち 2つは x2 − x − 1の根で、もう 2つは x2 + x − 1の根であ
る。残りの 2つの非零要素は x2 + 1の根 (±i = ±(α + 1))であり、残りの 2つは F3 の非零要素である ±1

である。これらは 1次元のモニックな既約多項式 x± 1の根である。

q = pf のとき、Fq の任意の要素 αはある次数 dの最小多項式の根になっていることを思い出す。そのとき、
Fp(α)は拡大次数が dの拡大体であり、Fq に含まれている。つまり、Fp(α)は Fpd と同型である。Fpf は Fpd

を含んでいるため、Fpd 上のある次元 f ′ のベクトル空間である。また、Fpf の元の個数は (pd)f
′ でなければ

ならないこと、すなわち f = df ′ でなければならないことがわかる。よって、dは f の約数である。逆に、任
意の f の約数 dに対して、Fpd は Fq に含まれている。これは、xpd

= xの根は xpf

= xの根でもあることか
ら従う。(これを確かめるには、 yp

d

= y で y = xpd と置くことで関係式 xp2d

= xpd

= xが得られ、繰り返し
適用することで xpdd′

= xpf

= xとなることを用いれば良い。)以上の議論により、次の定理が示された。

定理 3.8.
Fpf の部分体は、f の約数 dを用いて Fpd と書かれる。Fpf の元が Fp に付加されると、これらの部分体の
うちのどれかが得られる。

以上の定理より、次の公式が用意に示される。この公式は、与えられた次数にある既約多項式の個数を与える
ものである。

定理 3.9.
p : 素数、f : 正の整数とする。任意の q = pf に対し、多項式 xq − x ∈ Fp[x]は Fp[x]に属する f の約数の
次数であるモニックな既約多項式すべてによって因数分解できる。

(証明)

Fp に次数 d (f の約数)のモニックな既約多項式 f(x)の根 α を付加すると、Fpd と同型な体が得られる。先
述のように Fpd ⊆ Fpf である。αは xq − xの根であるから、f(x)は xq − xを割り切る必要がある。逆に、
g(x)が xq − xを割り切る多項式であるとする。このとき、g(x)は Fq に根を持つ必要がある (Fq が xq − x

7



の根の集合であるため)。よって、定理 3.8より、これらの根を Fp に付加すると Fq の部分体が得られるため、
g(x)は f の約数の次数を持たなければならない。よって、xq − xを割り切るモニックな既約多項式の次数は
f の約数に限られる。また、xq − xは多重根を持たないことは以前に確かめているので、xq − xはそれらの
既約多項式の積として書かれることがわかる。よって主張が示された。■

系 3.10.
f が素数であるとき、Fp[x]に属する相異なる次数 f のモニックな既約多項式の個数は (pf − p)/f で与えら
れる*1。

(証明)

nを、次数 f のモニックな既約多項式の個数であるとする。定理 3.9より、次数 pf の多項式 xpf − xは、n

個の次数 f の多項式と p個の次数 1の既約多項式 x − a (a ∈ Fp)の積で書き表される。よって、次数につい
て等式 pf = nf + pが成立し、定理の主張が得られる。■

一般に、f が素数でないときのことを考える。nd を、Fp[x]に属する次数 dのモニックな既約多項式の個数と
する。系 3.10と同じような議論をすることにより、nf = (pf −

∑
dnd)/f であることが確かめられる。ここ

で、和は d < f を満たす f の約数について取っている。

定理 3.11.
p : 素数、f : 正の整数、q = pf とする。f(x)を Fp[x]に属する次数 f の既約多項式であるとする。このと
き、Fq の 2つの元の積と商は O(log2 q) bitの演算で求まる。N が正の整数であるとき、a ∈ Fq に対して aN

は O(logN log2 q) bitの演算で求まる。

4 多項式に対する Euclid の互除法のアルゴリズム
この節では、2つの 1変数多項式の最大公約数を求めるアルゴリズムについて述べる。

定義 4.1. (最大公約数)

2つの多項式 f, g ∈ Fp[x]の最大公約数とは、2つの多項式を割り切るモニックな既約多項式のうち、次数
が最大のものである。f, g を割り切る他の多項式 h(x)があったとき、h(x)は f, g の最大公約数を割り切る。

例 4.2.
f(x) = x4 + x3 + x2 + 1, g(x) = x3 + 1 ∈ F2[x]とする。このとき、gcd(f, g)を Euclidの互除法のアルゴ
リズムで求め、gcd(f, g)を u(x)f(x) + v(x)g(x)の形で表す。

x4 + x3 + x2 + 1 = (x+ 1)(x3 + 1) + (x2 + x)

x3 + 1 = (x+ 1)(x2 + x) + (x+ 1)

x2 + x = x(x+ 1)

よって、gcd(f, g) = x+ 1である。この式を逆からたどっていくことで、x+ 1を f(x)と g(x)の線形結合
として表すことができる。

x+ 1 = g(x) + (x+ 1)(x2 + x)

= g(x) + (x+ 1)(f(x) + (x+ 1)g(x))

= (x+ 1)f(x) + x2g(x)

*1 (pf − p)/f は、Fermatの小定理より pf ≡ p (mod f)であるから整数になることに留意する。

8



次に、多変数の多項式で Euclidの互除法を行うときに備えて、Euclidの互除法の多項式の除算を 1ステッ
プずつ行っていく事を考える。

例 4.3.
f(x) = x3 − 2x2 + 5, g(x) = 2x2 + 3x− 4 ∈ F11[x]とする。このとき、f, g が互いに素であることを示し、

u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1となる多項式 u(x), v(x)を求める。

f(x) = x3 − 2x2 + 5

= (−5x)g(x) + (2x2 + 2x+ 5)

= (−5x+ 1)g(x) + (−x− 2)

g(x) = 2x2 + 3x− 4

= (−2x)(−x− 2) + (−x− 4)

= (−2x+ 1)(−x− 2) + (−2)

(−x− 2) = (−x− 2) · 1

よって gcd(f, g) = 1である。Euclidの互除法のステップを逆からたどっていくことで、

1 = 5g(x) + (−10x+ 5)(x+ 2)

= 5g(x) + (−10x+ 5)((−5x+ 1)g(x)− f(x))

= (10x− 5)f(x) + (50x2 − 35x+ 10)g(x)

= (−x− 5)f(x) + (−5x2 − 2x− 1)g(x)

となるので、u(x) = −x− 5, v(x) = −5x2 − 2x− 1であることが確認できる。
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